
1 Íåêîððåêòíûå çàäà÷è â îáðàáîòêå èçîáðàæå-

íèé

1.1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ z îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Az = u

ïî èñõîäíûì äàííûì u íà ïàðå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Z,U) íàçû-
âàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé (ïî Àäàìàðó), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò: äëÿ âñÿêîãî u ∈ U ñóùåñòâóåò ðåøåíèå z ∈
Z.

2. Ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
3. Çàäà÷à óñòîé÷èâà íà ïðîñòðàíñòâàõ (Z,U).
Íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à � ýòî çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé õîòÿ

áû îäíî èç óñëîâèé íå âûïîëíåíî.

1.2 Âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèé

Â îñíîâå êëàññà çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé ëåæèò îáðàòíàÿ
çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Az = u (1)

ãäå u ∈ U � íàáëþäàåìîå èñêàæ¼ííîå èçîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà
èçîáðàæåíèé U , z ∈ Z � èñêîìîå èçîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà Z, A �
îïåðàòîð èñêàæåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå è îïåðàòîð A, è èñõîäíîå èçîáðà-
æåíèå u èçâåñòíû ïðèáëèæ¼ííî.

Ïðîñòðàíñòâà èçîáðàæåíèé Z è U � ýòî êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå
ïðîñòðàíñòâà, ýëåìåíòû êîòîðûõ � ñåòî÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå
íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ óçëàìè, íàçûâàåìûìè ïèêñåëÿìè

(ihx, jhy), 0 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ M,

ãäå (N + 1)× (M + 1) � ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ, hx è hy � øàãè ñåòêè.
Çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé ìîãóò áûòü êàê âåùåñòâåííûìè, òàê è êîìïëåêñ-

íûìè, íàïðèìåð, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Â ñëó÷àå
ìóëüòèñïåêòðàëüíûõ (íàïðèìåð, öâåòíûõ) èçîáðàæåíèé çíà÷åíèåì ïèê-
ñåëÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåêòîð èç K öâåòîâûõ êîìïîíåíò. Òàêæå ñòîèò
îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé ïèêñåëè ìîãóò ïðèíè-
ìàòü îãðàíè÷åííûé íàáîð çíà÷åíèé, íàïðèìåð, òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ
èç äèàïàçîíà [0, 255].
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Â îáùåì ñëó÷àå ðàçìåðû èçîáðàæåíèé, çíà÷åíèÿ øàãîâ ñåòêè è òèïû
ïèêñåëåé â ïðîñòðàíñòâàõ Z è U ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì, ÷òî èçîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëå-
íû â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî (K = 1), à ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ïèêñåëåé ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R.

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ íåêîð-
ðåêòíî ïîñòàâëåííûìè. Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ: ïîâûøåíèå
ðåçêîñòè, ïîäàâëåíèå øóìà, ïîâûøåíèå ðàçðåøåíèÿ, ìíîãîêàäðîâîå ñó-
ïåððàçðåøåíèå, çàïîëíåíèå ïóñòîò, ðåñòàâðàöèÿ èçîáðàæåíèé (inpainting),
ïîñòðîåíèå ïîëÿ âåêòîðîâ äâèæåíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè êàäðàìè íà âè-
äåî.

1.3 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ïîñòàíîâêè çàäà÷ âîññòà-

íîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé

Øóìîïîäàâëåíèå

Ðàññìîòðèì øóì, õàðàêòåðíûé äëÿ ñåíñîðîâ êàìåð ïðè ïîëó÷åíèè
èçîáðàæåíèé. Ýòîò øóì àääèòèâíûé è èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê
ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòîò òèï øóìà õîðîøî àï-
ïðîêñèìèðóåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Â ñëó÷àå, êîãäà åäèíñòâåííûì èñêàæåíèåì èçîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
øóì, îïåðàòîð A â (1) ïðèíèìàåò âèä

Az = u+ n,

ãäå n � øóì.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n � ýòî ãàóññîâñêèé øóì � èçîá-

ðàæåíèå, êàæäûé ïèêñåëü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåð-
ñèåé σ2

n, îäèíàêîâîé â êàæäîì ïèêñåëå.

Óñòðàíåíèå ðàçìûòèÿ

Òèïè÷íûìè èñòî÷íèêàìè ðàçìûòèÿ ïðè ñú¼ìêå èçîáðàæåíèé ìîãóò
ÿâëÿòüñÿ: íàõîæäåíèå îáúåêòà âíå ïëîñêîñòè ôîêóñèðîâêè, äâèæåíèå
îáúåêòà è êàìåðû, àòìîñôåðíûå ýôôåêòû (äûì, òóìàí), íåñîâåðøåí-
ñòâî îïòèêè, àíòèàëèàñèíãîâûé ôèëüòð.

Êàê ïðàâèëî, ðàçìûòèå ñî÷åòàåòñÿ ñ øóìîì, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðàçìûòûõ èçîáðàæåíèé îäíîâðåìåííî ðåøàåòñÿ
è çàäà÷à øóìîïîäàâëåíèÿ.
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Îïåðàòîð A îáû÷íî íåèçâåñòåí, ïîýòîìó ïåðåä ðåøåíèåì îáðàòíîé
çàäà÷è (1) òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ïî åãî îïðåäå-
ëåíèþ. Â îáùåì ñëó÷àå ðàçìûòèå íåîäèíàêîâî â êàæäîì ïèêñåëå, íî íà
ïðàêòèêå èñïîëüçóþò óïðîù¼ííûå ìîäåëè ðàçìûòèÿ, äëÿ êîòîðûõ èìå-
åòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ.
Âûáîð êîíêðåòíîé ìîäåëè ðàçìûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàäà÷åé è êëàññîì
èñïîëüçóåìûõ èçîáðàæåíèé.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííîé ìîäåëüþ ðàçìûòèÿ èçîáðàæåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ñâ¼ðòêà, ïðåäïîëàãàþùàÿ ëèíåéíîñòü è îäíîðîäíîñòü ðàçìûòèÿ íà
èçîáðàæåíèè:

Az = z ∗H + n, (2)

(f ∗ g)i,j =
∑
s,t

fs,tgi−s,j−t,

ãäå H � ÿäðî ðàçìûòèÿ, n � øóì.

Ïîâûøåíèå ðàçðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ â öèôðîâîé êàìåðå
ñ øàãîì ñåòêè h. Íà ìàòðèöó ñåíñîðîâ êàìåðû ïðîåöèðóåòñÿ èçîáðà-
æåíèå f(x, y), çàäàííîå íà íåïðåðûâíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ F , äàëåå
êàæäûé èç ñåíñîðîâ êàìåðû ñóììèðóåò èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè, ïîëó÷àÿ çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé.

z = DhHhf + n,

ãäå f(x, y) � èçîáðàæåíèå, çàäàííîå íà íåïðåðûâíîé îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ, Hh � îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ òî÷êè (PSF � point spread function), n
� øóì, Dh : F → Z � îïåðàòîð äèñêðåòèçàöèè:

(Dhf)i,j = f(ih, jh).

Äàëåå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ôîðìèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ zh2 äëÿ øàãà
ñåòêè h2 ïî èìåþùåìóñÿ èçîáðàæåíèþ zh1 ñ øàãîì ñåòêè h1. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïèñàííîé ìîäåëüþ, äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâà-
íà â âèäå:

zh2 = Dh2Hh2H
−1
h1

D−1
h1

zh1 . (3)

Ïèêñåëè êàìåðû èçìåðÿþò èíòåíñèâíîñòü ñâåòà íå â òî÷êå, à â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ðàçìåðîì ñåíñîðà è ìèêðîëèíçîé, ðàñ-
ïîëîæåííîé ïåðåä êàæäûì èç ñåíñîðîâ. Òàêæå äëÿ ñíèæåíèÿ àëèàñèíãà
ïåðåä ìàòðèöåé ñåíñîðîâ ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ ïë¼íêà, íåìíîãî ðàçìû-
âàþùàÿ èçîáðàæåíèå � àíòèàëèàñèíãîâûé ôèëüòð. Ó÷èòûâàÿ îäèíà-
êîâîñòü âñåõ ñåíñîðîâ, îïåðàòîð Hh ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
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ñâ¼ðòêè. Õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äàííîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ñâ¼ðòêà
ñ ôèëüòðîì Ãàóññà ñ ïàðàìåòðîì, çàâèñÿùèì îò h:

Hhf = f ∗Gσ0h,

Gσ(x, y) =
1

2πσ2
exp

(
−x2 + y2

2σ2

)
.

ãäå σ0 îáû÷íî ëåæèò â äèàïàçîíå [0.3, 0.35].
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ â s ðàç, s ≥ 1, s � öåëîå.

Ïóñòü h1 = h, h2 = sh. Òîãäà:

zh = Dh(f ∗Gσ0h),

zsh = Dsh(f ∗Gσ0sh) = (Dh(f ∗Gσ0sh)) ↓s,

ãäå
(z ↓s)i,j = zsi,sj .

Äëÿ ôèëüòðà Ãàóññà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Gσ1 ∗Gσ2 = G√
σ2
1+σ2

2
,

ïîýòîìó zsh ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

zsh = (Dh(f ∗Gσ0h ∗Gσ0h
√
s2−1)) ↓s .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì

Dh(g ∗Gσh) ≈ (Dhg) ∗Gσ,

ïðèìåíÿÿ êîòîðîå äëÿ g = f ∗Gσ0h è σ = σ0
√
s2 − 1, ïîëó÷èì:

zsh ≈ (Dh(f ∗Gσ0h) ∗Gσ0

√
s2−1) ↓s= (zh ∗Gσ0

√
s2−1) ↓s .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé â s ðàç
ïðèíèìàåò âèä:

Az = (z ∗Gσ0

√
s2−1) ↓s,

à çàäà÷à ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ ñòàâèòñÿ êàê îáðàòíàÿ äëÿ äàííîé çà-
äà÷è.
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Ìíîãîêàäðîâîå ñóïåððàçðåøåíèå

Èñïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ èçîáðàæåíèé íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ îäíîãî
è òîãî æå ñòàòè÷íîãî îáúåêòà, ñäåëàííûõ ñ íåáîëüøèìè ñäâèãàìè, ïîç-
âîëÿåò äîáèòüñÿ ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîêàäðîâûìè
àëãîðèòìàìè [1]. Îñíîâíîé èñòî÷íèê èíôîðìàöèè çäåñü � ñóáïèêñåëü-
íûå ñäâèãè, çà ñ÷¼ò êîòîðûõ äèñêðåòèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â áîëüøåì
÷èñëå òî÷åê è, êàê ñëåäñòâèå, ýôôåêòèâíûé øàã äèñêðåòèçàöèè h ñòà-
íîâèòñÿ íèæå.

Ìîäåëü ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé â s ðàç äëÿ ìíîãîêàä-
ðîâîãî ñóïåððàçðåøåíèÿ äëÿ k-ãî èçîáðàæåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Akz = ((Fkz) ∗Gσ0

√
s2−1) ↓s, k = 1, . . . ,K,

ãäå Fk � îïåðàòîð äâèæåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíûé, K � êîëè-
÷åñòâî èçîáðàæåíèé.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à � çàäà÷à íàõîæäåíèÿ èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàç-
ðåøåíèÿ z ïî èñõîäíûì èçîáðàæåíèÿì íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ uk � ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Akz = uk, k = 1, . . . ,K.

Îïòè÷åñêèé ïîòîê

Îïòè÷åñêèì ïîòîêîì íàçûâàåòñÿ òðàíñôîðìàöèÿ èçîáðàæåíèÿ, âû-
çâàííàÿ äâèæåíèåì v⃗, áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïèêñåëåé èçîáðàæåíèÿ:

f(x+ v⃗x(x, y), y + v⃗y(x, y)) = g(x, y). (4)

Îïòè÷åñêèé ïîòîê ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îïåðàòîðà äâè-
æåíèÿ Fk äëÿ çàäà÷è ìíîãîêàäðîâîãî ñóïåððàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòè÷åñêîãî ïîòîêà � ýòî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
ôóíêöèè v⃗ ïî èçâåñòíûì èçîáðàæåíèÿì f è g.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîðà äâèæåíèÿ â êàæäîì ïèêñåëå ìàëû, ðàç-
ëîæèì ëåâóþ ÷àñòü (4) â ðÿä Òåéëîðà

f(x+ v⃗x(x, y), y + v⃗y(x, y)) =

= f(x, y) + v⃗x(x, y)f
′
x(x, y) + v⃗y(x, y)f

′
y(x, y) + o(x, y)

è ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

(∇f, v⃗) = g − f,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó (1) â îáîçíà÷åíèÿõ z = v⃗, u = g− f ,
Az = (∇f, z).
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Çàïîëíåíèå ïóñòîò

Â ðåòóøèðîâàíèè èçîáðàæåíèé ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èíôîðìàöèè â îïðåäåë¼ííîì ìíîæåñòâå ïèêñåëåé, èíôîðìàöèÿ î
çíà÷åíèÿõ êîòîðûõ îòñóòñòâóåò, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ¾áèòûõ¿ ïèêñåëåé
èëè æå ïðè îöèôðîâêå ïîâðåæä¼ííîé ôîòîïë¼íêè.

Ïóñòü B � ìíîæåñòâî ïîâðåæä¼ííûõ ïèêñåëåé. Îïðåäåëèì îïåðà-
òîð A ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Az = MBz, [MBz]i,j =

{
zi,j , (i, j) /∈ B,

0, (i, j) ∈ B.

Íà ïðîñòðàíñòâî èçîáðàæåíèé U ïðè ýòîì íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè-
÷åíèå: åñëè u ∈ U , òîãäà ui,j = 0 äëÿ âñåõ (i, j) ∈ B.

Â ñëó÷àå, åñëè íà ìíîæåñòâå B èñõîäíîå èçîáðàæåíèå u èìååò íåíó-
ëåâûå çíà÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê íåìó îïåðàòîð MB.

2 Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ èçîá-

ðàæåíèé

2.1 Îáðàùåíèå ñâ¼ðòêè

Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è óñòðàíåíèÿ
ðàçìûòèÿ (2) ïðè îòñóòñòâèè øóìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå îáðàùåíèå ñâ¼ðò-
êè:

z = A−1u = u ∗H−1.

Äàííóþ îïåðàöèþ ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñâ¼ðòêå
� îäíî èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

F(f ∗ g) = F(f) · F(g),

îòêóäà ñëåäóåò

F(H−1) =
1

F(H)
è

z = F−1

(
F(u)

F(H)

)
.

Òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ âîçìîæíî, åñëè F(H)
íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè â îäíîé òî÷êå.

Ïðè íàëè÷èè øóìà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ñâ¼ðòêè ïðèíèìàåò âèä

z = F−1

(
F(u)−F(n)

F(H)

)
.
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Ðàçìûòèå èçîáðàæåíèé, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíî ñ îñëàáëåíèåì âû-
ñîêî÷àñòîòíîé èíôîðìàöèè, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ìàëûõ çíà÷åíèé
|F(H)|, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì ÷àñòîòàì. Îáðàùåíèå ñâ¼ðòêè ïðè-
âîäèò ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó óñèëåíèþ âûñîêî÷àñòîòíîé èíôîðìàöèè.

Ãàóññîâñêèé øóì n èìååò îäèíàêîâóþ ñïåêòðàëüíóþ ìîùíîñòü (ìî-
äóëü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) íà âñåõ ÷àñòîòàõ, â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëà-
ñòè åãî ìîùíîñòü ìîæåò ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàòü ìîùíîñòü ðàçìûòîãî
èçîáðàæåíèÿ u. Òàê êàê øóì íåèçâåñòåí, åãî óñòðàíåíèå íåâîçìîæíî, è
â ðåçóëüòàòå îáðàùåíèÿ ñâ¼ðòêè ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîå óñèëåíèå øó-
ìà, ÷òî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà
îáðàùåíèÿ ñâ¼ðòêè äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Îäíèì èç ñïîñîáîì ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå
íèçêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè äëÿ óñòðàíåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîãî øóìà,
íàïðèìåð, ôèëüòðà Ãàóññà.

Åñëè íàì èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòåé øóìà P (n) è ñèãíàëà
P (z) â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, òî â êà÷åñòâå òàêîãî ôèëüòðà ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí ôèëüòð Âèíåðà. Öåëüþ âèíåðîâñêîé ôèëüòðàöèè äëÿ îá-
ðàùåíèÿ çàäà÷è ñâ¼ðòêè

z = u ∗H + n

ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ôèëüòðà G òàêîãî, ÷òîáû ẑ = z ∗ G ìèíèìèçè-
ðîâàëî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò îðèãèíàëüíîãî z. Äàííûé
ôèëüòð ìîæåò áûòü çàïèñàí â ÿâíîì âèäå:

F(G) =
1

F(H)

 |F(H)|2

|F(H)|2 + P (n)
P (z)

 .

Åñëè èçâåñòíî òîëüêî ñîîòíîøåíèå ñèãíàë-øóì (SNR), òî âèíåðîâ-
ñêèé ôèëüòð ïðèíèìàåò âèä

F(G) =
1

F(H)

[
|F(H)|2

|F(H)|2 + 1
SNR

]
. (5)

Íåäîñòàòêîì ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ ñèã-
íàëà è øóìà. Ýòî ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ âûñîêî÷à-
ñòîòíîé èíôîðìàöèè áåç âîçíèêíîâåíèÿ àðòåôàêòîâ, âûçâàííûõ âëèÿ-
íèåì øóìà.

Òàêæå áîëüøîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ óñòîé÷èâîñòü îáðàùå-
íèÿ ñâ¼ðòêè îòíîñèòåëüíî ÿäðà ðàçìûòèÿ. Äàæå â óñëîâèÿõ ïîëíîãî
îòñóòñòâèÿ øóìà íåáîëüøèå îøèáêè â îïðåäåëåíèè ÿäðà ðàçìûòèÿ ìî-
ãóò ïðèâåñòè ê íåæåëàòåëüíûì àðòåôàêòàì ïðè îáðàùåíèè ñâ¼ðòêè.
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2.2 Ðåãóëÿðèçàöèÿ

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðåãóëÿðèçèðóþùèõ
ìåòîäîâ, îñíîâîïîëîæíèêîì òåîðèè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ À. Í. Òèõîíîâ [2].

Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà

Ðàññìîòðèì íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó

Az = u, (6)

ãäå Z è U � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.
Â îñíîâå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà ëåæèò èäåÿ íàõîæäåíèÿ

ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçèðóþùåãî îïå-
ðàòîðà

zα = R(u, α),

îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè è îáåñïå÷èâàþùåãî ñòðåìëåíèå
zα ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (6) ïðè α → 0.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùåãî îïåðàòîðà ÿâëÿ-
åòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà

R(u, α) = argmin
z

(∥Az − u∥U + αΩ[z]) ,

ãäå îïåðàòîð Ω[z] íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùåìó óñëîâèþ: äëÿ âñÿêîãî d > 0 ìíîæåñòâî {z ∈ Z1 : Ω[z] ≤ d}
êîìïàêòíî íà Z. ×èñëîâîé ïàðàìåòð α íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿ-

ðèçàöèè, à âûðàæåíèå ∥Az − u∥U � íåâÿçêîé.

Òðè ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùåãî îïåðàòîðà

Ðàññìîòðèì òðè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè:

I. zα = arg min
z∈Z1

(∥Az − u∥U + αΩ[z]) , α > 0

II. zδ = arg min
z∈Zδ(u)

Ω[z], Zδ(u) = {z ∈ Z1 : ∥Az − u∥U ≤ δ}, δ > 0

III. zτ = arg min
z∈Zτ (u)

∥Az − u∥U , Zτ (u) = {z ∈ Z1 : Ω[z] ≤ τ}, τ > 0

Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ýòè ïîñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûì, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîñòàíîâêó, áîëåå óäîáíóþ äëÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ â êîíêðåòíîé çàäà÷å îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè,
ýêâèâàëåíòíîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ [3]:
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1. A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;
2. δ ≤ 1

2∥u∥U ; u ̸= 0;
3. Ω[0] = 0;
4. Äëÿ ëþáîãî z ̸= 0 ôóíêöèÿ γ(a) = Ω[az] ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñ-

òàþùåé ôóíêöèåé àðãóìåíòà a ≥ 0.
5. Ω[z]� íåîòðèöàòåëüíûé âûïóêëûé ôóíêöèîíàë, ò.å. äëÿ 0 ≤ a ≤ 1

è ëþáûõ z1 è z2 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Ω[az1 + (1− a)z2] ≤ aΩ[z1] + (1− a)Ω[z2].

Ïðèìåíåíèå ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

èçîáðàæåíèé

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (6) äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1) â ñëåäóþùåì âèäå:

zα = argmin
Z

(∥Az − u∥U + αΩ[z]) , (7)

ãäå Z è U � êîíå÷íîìåðíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A � ëèíåé-
íûé îïåðàòîð, Ω[z] � ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë, îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ îïåðàòîðîâ A è Ω[z] ÿâëÿåòñÿ Z, α > 0. Íîðìà ïðîñòðàíñòâ Z
è U îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèôèêîé êîíêðåòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ èçîá-
ðàæåíèé.

Â äàííîé ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåííûå â ðàçäåëå 1.3 çàäà÷è âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èçîáðàæåíèé ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Øóìîïîäàâëåíèå

zα = argmin
Z

(∥z − u∥U + αΩ[z]) .

2. Óñòðàíåíèå ðàçìûòèÿ

zα = argmin
Z

(∥z ∗H − u∥U + αΩ[z]) .

3. Ïîâûøåíèå ðàçðåøåíèÿ

zα = argmin
Z

(
∥(z ∗Gσ0

√
s2−1) ↓s −u∥U + αΩ[z]

)
.

4. Ìíîãîêàäðîâîå ñóïåððàçðåøåíèå

zα = argmin
Z

(
K∑
k=1

∥((Fkz) ∗Gσ0

√
s2−1) ↓s −uk∥U + αΩ[z]

)
.
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5. Çàïîëíåíèå ïóñòîò

zα = argmin
Z

(∥MB(z − u)∥U + αΩ[z]) .

6. Îïòè÷åñêèé ïîòîê

v⃗ = argmin
v⃗

(∥A[v⃗]− u∥U + αΩ[v⃗]) .

Îñíîâíûì ñëîæíîñòÿìè â ïðèìåíåíèè ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ìåòîäà
äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ:

1. Âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α è ñòàáèëèçàòîðà Ω[z]. Äàííûå
ïàðàìåòðû äîëæíû áûòü âûáðàíû êàê ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî èñõîäíîå
èçîáðàæåíèå u èçâåñòíî íåòî÷íî, òàê è ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ñàì
îïåðàòîð A ìîæåò áûòü èçâåñòåí ñ îøèáêàìè.

2. Âûáîð íîðì ïðîñòðàíñòâ Z è U â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïåöèôèêîé
êîíêðåòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé.

3. Ýôôåêòèâíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà ñ
ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

2.3 Âûáîð ñòàáèëèçàòîðà

Ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë îáåñïå÷èâàåò îòáîð êîíêðåòíîãî ðå-
øåíèÿ ñðåäè ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé. Åãî òàê-
æå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê øòðàôíóþ ôóíêöèþ, îãðàíè÷èâàþùóþ
îïðåäåë¼ííûå õàðàêòåðèñòèêè èçîáðàæåíèÿ.

Ïðîñòåéøèå ñòàáèëèçàòîðû

À. Í. Òèõîíîâûì áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàáè-
ëèçàòîðû:

Ω[z] = ∥z∥22,
Ω[z] = ∥∆z∥22,

ãäå ∆z � îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Â ñî÷åòàíèè ñ êâàäðàòè÷íîé íîðìîé íåâÿçêè ïîëó÷àåì çàäà÷ó ìè-

íèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

zα = argmin
z

(
∥Az − u∥22 + α∥z∥22

)
.
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Ïðîèçâîäíàÿ äàííîãî ôóíêöèîíàëà â òî÷êå ìèíèìóìà ðàâíà íóëþ:

2A∗(Az − u) + 2αz = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ðåøåíèå ÿâíûì îáðàçîì:

zα = (A∗A+ αI)−1A∗u.

Åñëè A � ýòî îïåðàòîð ñâ¼ðòêè Az = z ∗H, òî ðåãóëÿðèçèðóþùèé
îïåðàòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îïåðàòîðà ñâ¼ðòêè G

zα = u ∗G,

ãäå îïåðàòîð G ìîæåò áûòü íàéäåí, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñâ¼ðòêå:

F(G) =
F(H∗)

F(H∗)F(H) + α
.

Ïðèìå÷àíèå: ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð äëÿ îïåðàöèè ñâ¼ðòêè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñâ¼ðòêó ñ ÿäðîì, ïîâ¼ðíóòûì íà 180°.

Èçîáðàæåíèÿ, âîññòàíàâëèâàåìûå äàííûì ðåãóëÿðèçèðóþùèì îïå-
ðàòîðîì, ïîõîæè íà ðåçóëüòàòû âèíåðîâñêîé ôèëüòðàöèè (5), à â ñëó-
÷àå, êîãäà H ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì Ãàóññà, ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ïðè
α = 1

SNR , òàê êàê äëÿ ôèëüòðà Ãàóññà |F(H)| = F(H) = F(H∗).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ðåøåíèå äëÿ ñòàáèëèçàòîðà ∥∆z∥22:

zα = (A∗A+ α∆∗∆)−1A∗u.

Îáùèì íåäîñòàòêîì äàííûõ ñòàáèëèçàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñëàáàÿ ñâÿçü
ñ õàðàêòåðèñòèêàìè èçîáðàæåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé èíôîðìàöèè íà èçîáðàæåíèÿõ áåç âíåñå-
íèÿ àðòåôàêòîâ.

Ïîëíàÿ âàðèàöèÿ

Áîëåå ýôôåêòèâíûì â çàäà÷àõ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå ôóíêöèîíàëà ïîëíîé âàðèàöèè:

TV [f ] =

∫
|∇f |dx.

Ïîëåçíîñòü ïîëíîé âàðèàöèè â çàäà÷àõ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé çà-
êëþ÷àåòñÿ â å¼ òåñíîé ñâÿçè ñ êîíòóðàìè íà èçîáðàæåíèÿõ:
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1. Çíà÷åíèå ïîëíîé âàðèàöèè íå çàâèñèò îò íàêëîíà ôóíêöèè, à
òîëüêî îò âåëè÷èíû ïåðåïàäà èíòåíñèâíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷å-
íèå ïîëíîé âàðèàöèè íå áóäåò ïðèâîäèòü ê íåæåëàòåëüíîìó ðàçìûòèþ
êîíòóðîâ, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ñòàáèëèçàòîðîâ.

2. Èìååòñÿ ñâÿçü ñ îñöèëëÿöèÿìè Ãèáññà, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé
êîëåáàíèÿ âîçëå ðåçêèõ ïåðåïàäîâ èíòåíñèâíîñòè ïðè íèçêî÷àñòîòíîé
ôèëüòðàöèè. Âîçíèêíîâåíèå îñöèëëÿöèé Ãèááñà ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëü-
íîìó ðîñòó ïîëíîé âàðèàöèè. Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå ïîëíîé âà-
ðèàöèè ïîçâîëÿåò áîðîòüñÿ ñ ýòèì ýôôåêòîì.

3. Åù¼ îäíà ñâÿçü ìåæäó ïîëíîé âàðèàöèåé è ñòðóêòóðîé èçîáðà-
æåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà 1. Åñëè TV [f ] < ∞, òîãäà ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ðàâíà ñóììå äëèí
ëèíèé óðîâíÿ:

TV [f ] =

∫ +∞

−∞
H1(∂Ωy)dy,

ãäå Ωy = {(x1, x2) ∈ R2 : f(x1, x2) > y}, ∂Ωy � ãðàíèöà ìíîæåñòâà
(ëèíèè óðîâíÿ), H1(∂Ωy) � äëèíà ∂Ωy. Ôîðìàëüíî H1 ÿâëÿåòñÿ îäíî-
ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà.

Ýòà òåîðåìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãó-
ëÿðèçàöèè (ïîäðîáíåå îá ýòîì íàïèñàíî â ðàçäåëå 2.5).

Ïîëíàÿ îáîáù¼ííàÿ âàðèàöèÿ

Íåäîñòàòêîì èñïîëüçîâàíèÿ ïîëíîé âàðèàöèè â êà÷åñòâå ñòàáèëè-
çàòîðà â ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäàõ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîñòü ïîëó÷àåìîãî èçîáðàæåíèÿ. Îñîáåííî ñèëüíî ýòîò
ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ ïðè øóìîïîäàâëåíèè.

Ïîëíàÿ îáîáù¼ííàÿ âàðèàöèÿ íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ïðîèçâîäíûå èçîáðàæåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ [4]. Â îáðàáîòêå
èçîáðàæåíèé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîëíàÿ îáîáù¼ííàÿ âàðèàöèÿ âòîðî-
ãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå:

TGV 2[f ] = min
g

(
α1

∫
|∇f − g|dx+ α0

∫
|∇g|dx

)
, (8)

ãäå ìèíèìóì âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðíîãî
ïîëÿ g.

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî âìåñòî îäíîãî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðè-
çàöèè α çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïàðà çíà÷åíèé (α1, α0).

Ýôôåêò îò ïðèìåíåíèÿ ïîëíîé îáîáù¼ííîé âàðèàöèè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçîáðàæå-
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íèÿ ñòðåìÿòñÿ ê êóñî÷íî-ëèíåéíîìó âèäó, à íå ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó,
êàê â ñëó÷àå îáû÷íîé ïîëíîé âàðèàöèè.

Èñïîëüçîâàíèå TGV 2 â ôîðìå (8) íà ïðàêòèêå ìîæåò áûòü çàòðóä-
íèòåëüíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Âìåñòî ýòîãî âîçìîæíî
èñïîëüçîâàíèå óïðîù¼ííûõ ìîäåëåé, íàïðèìåð, âçâåøåííîé ñóììû ìî-
äóëåé ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ [5]:

TGV 2[f ] = α1

∫
|∇f |dx+ α0

∫
|∇2f |dx, (9)

ëèáî èñïîëüçîâàíèå ìîäóëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà [6]:

TGV 2[f ] = α1

∫
|∇f |dx+ α0

∫
|∆f |dx.

2.4 Âûáîð íîðì ïðîñòðàíñòâ

Âûáîð íîðì ïðîñòðàíñòâ Z è U â çàäà÷å (7) îáóñëîâëåí ñïåöèôèêîé
êîíêðåòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
í¼ííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

∥u∥1 =
∑
i,j

|ui,j |, (10)

∥u∥22 =
∑
i,j

u2i,j . (11)

Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòè÷íîé íîðìû (11) îáû÷íî óäîáíåå ñ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, òîãäà êàê íîðìà (10) èìååò îïðåäåë¼ííûå ïðå-
èìóùåñòâà äëÿ ðÿäà çàäà÷ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýòèìè íîðìàìè íà ïðèìåðå çàäà÷è øó-
ìîïîäàâëåíèÿ èçîáðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíîé âàðèàöèè â êà÷å-
ñòâå ñòàáèëèçàòîðà:

TV-L1 : zα = argmin
z

(∥z − u∥1 + αTV [z]) .

TV-L2 : zα = argmin
z

(
∥z − u∥22 + αTV [z]

)
.

Â ñëó÷àå TV-L1 ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè èñ÷åçàþò,
â ïåðâóþ î÷åðåäü, ìåëêèå äåòàëè, òîãäà êàê â ñëó÷àå TV-L2 ïåðâûìè
ïðîïàäàþò ñëàáîêîíòðàñòíûå äåòàëè. Ýòîò ôàêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè â çàâèñèìîñòè îò òèïà øóìà íà
èçîáðàæåíèè: ìîäåëü TV-L1 õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ óñòðàíåíèÿ èìïóëüñ-
íîãî øóìà, òîãäà êàê TV-L2 ëó÷øå ñïðàâëÿåòñÿ ñ ãàóññîâñêèì øóìîì.
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Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ìîäåëè TV-L1 ðåçóëüòàò èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ êîíòðàñòà. Åñëè zα ìèíèìèçèðóåò TV-L1 äëÿ
èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ u, òîãäà kzα + c áóäåò ìèíèìèçèðîâàòü TV-L1
äëÿ èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ku+ c.

2.5 Âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè

Âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ ïðî-
áëåìó. Èñïîëüçîâàíèå ñëèøêîì ìàëîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðè-
çàöèè ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ àðòåôàêòîâ, íàïðèìåð, óñèëåíèþ øó-
ìà, òîãäà êàê ïðè ÷ðåçìåðíî áîëüøîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà èçîáðàæåíèå
ñòàíîâèòñÿ ñãëàæåííûì, à äåòàëè òåðÿþòñÿ.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè â
çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé.

Àïðèîðíûé âûáîð ïðè èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòè

Åñëè èçâåñòíà ëèáî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü îöåíèòü ïîãðåøíîñòü δ, ñ
êîòîðîé äàíî u, òîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçèðóþùèé îïåðà-
òîð â ïîñòàíîâêå (II):

zδ = arg min
z∈Zδ

Ω[z], Zδ = {z : ∥Az − u∥U ≤ δ}, δ > 0.

Ýòîò ñïîñîá õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ çàäà÷è øóìîïîäàâëåíèÿ èçîáðà-
æåíèÿ: èìååòñÿ ïðÿìàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îò-
êëîíåíèåì è ïîãðåøíîñòüþ δ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðÿìîé ñâÿçè ìåæäó ïîãðåøíîñòüþ îïåðàòîðà
A è çíà÷åíèåì δ íåò, ïîýòîìó äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðàçìûòûõ
èçîáðàæåíèé ñ íåòî÷íî çàäàííûì îïåðàòîðîì A äàííûé ñïîñîá âûáîðà
ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì îøèáêàì.

Àïðèîðíûé âûáîð ïðè èçâåñòíîì ñòàáèëèçàòîðå

Åñëè ìîæíî îöåíèòü, êàêîå çíà÷åíèå äîëæåí èìåòü êîíêðåòíûé ñòà-
áèëèçàòîð Ω[z] äëÿ âîññòàíîâëåííîãî èçîáðàæåíèÿ, óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü ðåãóëÿðèçèðóþùèé îïåðàòîð â ïîñòàíîâêå (III):

zτ = arg min
z∈Zτ

∥Az − u∥U , Zτ = {z : Ω[z] ≤ τ}, τ > 0.

Ïîäîáíàÿ îöåíêà âîçìîæíà â çàäà÷å ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîá-
ðàæåíèé äëÿ ñòàáèëèçàòîðà ïîëíîé âàðèàöèè Ω[z] = TV [z]. Ïîâûøåíèå
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ðàçðåøåíèÿ â s ðàç íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ äå-
òàëåé èëè èñ÷åçíîâåíèþ ñóùåñòâóþùèõ, à âñå ñòðóêòóðû äîëæíû áûòü
ìàñøòàáèðîâàíû â s ðàç. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñâÿçè ìåæäó ïîëíîé âà-
ðèàöèåé è ñóììîé äëèí ëèíèé óðîâíÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîëíàÿ
âàðèàöèÿ òîæå äîëæíà âîçðàñòè â s ðàç. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäà÷è
ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ â s ðàç õîðîøåé îöåíêîé ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ
τ = sTV [u].

Àïðèîðíûé âûáîð ñ èñïîëüçîâàíèåì áàç èçîáðàæåíèé

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòàíîâêè (I)

zα = argmin
z

(∥Az − u∥U + αΩ[z])

â ðÿäå çàäà÷ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé íàáëþäàåòñÿ çàêîíîìåðíîñòü, ïî-
êàçûâàþùàÿ áëèçîñòü çíà÷åíèé îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçà-
öèè äëÿ èçîáðàæåíèé îäíèõ è òåõ æå êëàññîâ ïðè ñõîæèõ ïàðàìåòðàõ
èñêàæåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè îäèíàêîâîì óðîâíå øóìà.

Äëÿ äàííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ìîæíî íàéòè ïóò¼ì ñî-
ñòàâëåíèÿ ïàð èçîáðàæåíèé � ýòàëîí è ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ èñ-
êàæåíèé ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè � ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì
ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ñ îïòèìèçàöèåé ìåòðèêè, ïîêàçûâàþùåé
áëèçîñòü ðåçóëüòàòà ê ýòàëîíó, íàïðèìåð, ìåòðèêè PSNR.

Â êà÷åñòâå ýòàëîííûõ èçîáðàæåíèé áåðóòñÿ èçîáðàæåíèÿ èç êëàññà
îáðàáàòûâàåìûõ èçîáðàæåíèé, íàïðèìåð, äëÿ ôîòîãðàôè÷åñêèõ èçîá-
ðàæåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå èçîáðàæåíèÿ èç îáùåóïî-
òðåáèòåëüíûõ áàç, òàêèõ êàê TID2013 [7]. Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ
èçîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò áîëåå ýôôåêòèâíî ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå àëãî-
ðèòìû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ìåæäó ñîáîé.

Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å ïîâûøåíèÿ ðåçêîñòè äåôîêóñè-
ðîâàííûõ èçîáðàæåíèé, ãäå âîçìîæíî ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó
ðàäèóñîì äåôîêóñèðîâêè, óðîâíåì øóìà è ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè.

Àïîñòåðèîðíûé âûáîð

Â ñëó÷àå íåâîçìîæíîñòè àïðèîðíîãî âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçà-
öèè âîçìîæåí åãî àïîñòåðèîðíûé ïîäáîð. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â èñ-
ïîëüçîâàíèè ôóíêöèè, îöåíèâàþùåé êà÷åñòâî âîññòàíîâëåííîãî èçîá-
ðàæåíèÿ. Ðåãóëÿðèçèðóþùèé ìåòîä ïðè ýòîì ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîí-
íî ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ðåãóëÿðèçàöèè è îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè
äîñòèæåíèè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèé.
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3 ×èñëåííûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçè-

ðóþùåãî ôóíêöèîíàëà

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿ-
ðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà â ïîñòàíîâêå (I):

f(z) = argmin
z

(∥Az − u∥U + αΩ[z]) → min.

Êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ ÿâëÿåòñÿ ãðà-
äèåíòíûé ñïóñê � ìåòîä íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàê-
ñèìóìà ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ äâèæåíèÿ âäîëü ãðàäèåíòà. Åñëè ôóíêöè-
îíàë ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, òî ëîêàëüíûé ìèíèìóì áóäåò åäèí-
ñòâåííûì è ñîâïàäàþùèì ñ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì.

3.1 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèîíàëîâ

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèîíàëà ïîëíîé âàðèàöèè TV [z]
è ïðîèçâîäíîé íåâÿçêè ñ íîðìîé ∥·∥1 íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê
êàê äàííûå ôóíêöèîíàëû íå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè. Â ñàìîì
äåëå, ôóíêöèÿ f(x) = |x| íå èìååò ïðîèçâîäíîé ïðè x = 0. Îäíèì èç
ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå å¼ ãëàäêîé
ôóíêöèåé:

fε(x) =
√
x2 + ε2, f ′

ε(x) =
x√

x2 + ε2
, ε > 0.

Íåäîñòàòêîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ âûñîêèå âû÷èñëèòåëüíûå
çàòðàòû äëÿ îïåðàöèé äåëåíèÿ è âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Òàêæå
âîçíèêàåò ñëîæíîñòü âûáîðà ïàðàìåòðà ε. Âìåñòî ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ
ïîíÿòèÿ ñóáãðàäèåíòà è ñóáäèôôåðåíöèàëà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíò g íàçûâàåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì âûïóêëîãî ôóíê-
öèîíàëà f(z) : Z → R â òî÷êå z0, åñëè äëÿ âñåõ z ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

f(z)− f(z0) ≥ g · (z − z0).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî âñåõ ñóáãðàäèåíòîâ âûïóêëîãî ôóíêöèî-
íàëà f(z) : Z → R â òî÷êå z0 íàçûâàåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîì ∂f(z0).

Ñâîéñòâà ñóáäèôôåðåíöèàëà âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà f(z):
1. ∂f(z) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, âîçìîæíîå ïóñòîå;
2. Ëèíåéíîñòü:

∂(f1(z) + f2(z)) = ∂f1(z) + ∂f2(z)

∂(λf(z)) = λ∂f(z), λ > 0.
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Çäåñü ñóììà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñóììû Ìèíêîâñêîãî:

∂f1 + ∂f2 = {g | g = g1 + g2, g1 ∈ ∂f1, g2 ∈ ∂f2}.

3. Åñëè f(z) íåïðåðûâåí â òî÷êå z0, òîãäà f(z) èìååò â z0 íåïóñòîé
ñóáäèôôåðåíöèàë, ïðè÷¼ì ∂f(z0) � êîìïàêòíîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

4. Ôóíêöèîíàë f(z) äèôôåðåíöèðóåì â òî÷êå z0 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà åãî ñóáäèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
ýëåìåíòà è ðàâåí ãðàäèåíòó ∂f(z0) = {∇f(z0)}.

5. Ôóíêöèîíàë èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íîëü ïðèíàäëåæèò ñóáäèôôåðåíöèàëó â ýòîé òî÷êå.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåä¼í ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé îïðåäåëåíèå ñóáãðà-
äèåíòà. Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(z) èìååò åäèíñòâåííûé ñóáãðàäèåíò g1 â
x1, ñîâïàäàþùèé ñ å¼ ïðîèçâîäíîé. Â òî÷êå x2 ôóíêöèÿ íåäèôôåðåí-
öèðóåìà, ñóáäèôôåðåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê [g2, g3].

Ðèñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ ê îïðåäåëåíèþ ñóáãðàäèåíòà

Ôóíêöèÿ f(x) = |x| íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè x = 0, íî
èìååò â ýòîé òî÷êå ñóáäèôôåðåíöèàë:

∂|x| =


{−1}, x < 0,

[−1, 1], x = 0,

{1}, x > 0.

(12)

Ïðèìåðû

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé è ñóáäèôôåðåíöèàëà
äëÿ îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðåãóëÿðèçèðóþùåì ôóíêöèîíàëå â çà-
äà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé.
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèðóåìûå îïåðàòîðû (A � ëèíåéíûé
îïåðàòîð): (

∥z∥22
)′
= 2z,

(Az)′ = AT ,(
∥Az − u∥22

)′
= 2(Az − u) ◦AT = 2ATAz −ATu.

Åñëè A � îïåðàòîð ñâ¼ðòêè Az = z ∗ H, òîãäà AT z = z ∗ H∗, ãäå
H∗(x, y) = H(−x,−y). Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî çäåñü ïðîèñõîäèò
ïîâîðîò ÿäðà ñâ¼ðòêè H íà 180◦. ×àñòîé îøèáêîé íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ
òðàíñïîíèðîâàíèå ÿäðà âìåñòî ïîâîðîòà.

Åñëè A � îïåðàòîð ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ Az = z ↓s, òîãäà

(AT z)i,j =

{
zi/s,j/s, i, j ∈ {0, s, 2s, . . .},
0, èíà÷å.

Åñëè ïðÿìîé îïåðàòîð ↓s ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîðåæèâàíèå ïèêñå-
ëåé èçîáðàæåíèÿ ïóò¼ì âçÿòèÿ êàæäîãî s-ãî ïèêñåëÿ â ñòðîêå è ñòîëáöå,
òî ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó îïåðàòîð, íàîáîðîò, îñóùåñòâëÿåò ðàçðåæåíèå
èçîáðàæåíèÿ â s ðàç ñ äîïîëíåíèåì íóëÿìè.

Äàëåå ïðèâåä¼ì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà äëÿ íåäèô-
ôåðåíöèðóåìûõ îïåðàòîðîâ:

∂∥z∥1 = {(g1, . . . , gn)T }, gi ∈ ∂|zi|,
∂ (∥Az − u∥1) = AT∂∥Az − u∥1,
∂TV [z] = ∂ (∥∇z∥1) = ∇T (∂∥∇z∥1) .

3.2 Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèîíàëà ïîëíîé âà-

ðèàöèè

Äëÿ äâóìåðíûõ èçîáðàæåíèé ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ïðèíèìàåò âèä:

TV [z] =

N,M∑
i,j=1

|∇zi,j | =
N,M∑
i,j=1

√
[z′x]

2
i,j + [z′y]

2
i,j .

Çäåñü âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé èçîáðàæå-
íèÿ ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûìè ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ìåòîäû:

1. Îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∇zi,j = (zi+1,j − zi,j , zi,j+1 − zi,j) .
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2. Ñèììåòðè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∇zi,j = (zi+1,j − zi−1,j , zi,j+1 − zi,j−1) .

Îáà ýòèõ ñïîñîáà èìåþò ïðîáëåìû. Îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ èç-çà íåñèì-
ìåòðè÷íîñòè ïðèâîäèò ê ñìàçó èçîáðàæåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå ìàëîçà-
ìåòíîìó, íî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ýòîò ýôôåêò ìîæåò ñòàòü ðàç-
äðàæàþùèì. Ñèììåòðè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëèøåíà ýòîãî íåäîñòàòêà, íî
èìååò äðóãóþ ïðîáëåìó: öåíòðàëüíûé ïèêñåëü zi,j âûïàäàåò èç âû÷èñ-
ëåíèÿ âàðèàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïèêñåëè ñ ÷¼òíîé ñóììîé
êîîðäèíàò i+ j íå îêàçûâàþò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà ïèêñåëè ñ íå÷¼òíîé
ñóììîé. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íà èçîáðàæåíèè ðåãóëÿðíîãî øóìà
ñ øàõìàòíûì ïàòòåðíîì.

Ïðåîäîëåòü ýòè ïðîáëåìû âîçìîæíî, ïåðåéäÿ îò âû÷èñëåíèÿ ãðà-
äèåíòà èçîáðàæåíèÿ ê âû÷èñëåíèþ ñóììû ïåðåïàäîâ èíòåíñèâíîñòè.
Ïðîñòåéøèé ñïîñîá � ýòî ñóììà ïåðåïàäîâ ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêà-
ëè:

TV [z] =
∑
i,j

|zi+1,j − zi,j |+
∑
i,j

|zi,j+1 − zi,j |. (13)

Äàííûé ñïîñîá èìååò âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü, íî
îäíîâðåìåííî ñ ýòèì è íåçíà÷èòåëüíûé íåäîñòàòîê â âèäå àíèçîòðîïèè
� íåîäíîðîäíîñòè îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíè-
ÿì.

Èñïðàâèòü ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî ñ ïîìîùüþ áèëàòåðàëüíîé ïîë-
íîé âàðèàöèè � ôóíêöèîíàëà, âû÷èñëÿþùåãî ñóììó ïåðåïàäîâ ïî ìíî-
æåñòâó íàïðàâëåíèé:

BTV [z] =
∑

(x,y)∈Q

1√
x2 + y2

∑
i,j

|zi+x,j+y − zi,j |,

ãäå Q � ìíîæåñòâî ñìåùåíèé, íàïðèìåð:

QTV = {(1, 0), (0, 1)},
Q1 = {(1, 0), (0, 1), (1, 1), (1,−1)},
Q2 = {(x, y), x, y = 0,±1,±2, (x, y) ̸= (0, 0)}.

Ïðè èñïîëüçîâàíèèQ = QTV ôóíêöèîíàëBTV [z] ñîâïàäàåò ñ ôóíê-
öèîíàëîì ïîëíîé âàðèàöèè (13).

×òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ îò BTV [z], çàïèøåì åãî ñíà÷àëà â
îïåðàòîðíîì âèäå:

BTV [z] =
∑

(x,y)∈Q

1√
x2 + y2

∥Sx
XSy

Y z − z∥1,
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ãäå SX è SY � îïåðàòîðû ñäâèãà íà 1 ïèêñåëü ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòè-
êàëè ñîîòâåòñòâåííî:

(SXz)i,j = zi+1,j ,

(SY z)i,j = zi,j+1.

Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû äëÿ SX è SY ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñäâèã íà
1 ïèêñåëü ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè ñîîòâåòñòâåííî â ïðîòèâîïîëîæ-
íîì íàïðàâëåíèè: ST

X = S−1
X , ST

Y = S−1
Y .

Äàëåå, ïðèìåíèì ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñîñòàâíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ è íàéä¼ì ñóáäèôôåðåíöèàë îò BTV [z]:

∂BTV [z] =
∑

(x,y)∈Q

1√
x2 + y2

(S−x
X S−y

Y − I)∂∥Sx
XSy

Y z − z∥1.

Ñóáäèôôåðåíöèàë ∂BTV [z] ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ñóáãðàäèåíòîâ.
Íà ïðàêòèêå äëÿ ðàçðåøåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè èñïîëüçóþò ñëåäóþùèé
ñóáãðàäèåíò:

BTV [z]′ =
∑

(x,y)∈Q

1√
x2 + y2

(S−x
X S−y

Y − I)sgn(Sx
XSy

Y z − z),

ãäå

(sgnz)i,j =


−1, zi,j < 0,

0, zi,j = 0,

1, zi,j > 0.

Àíàëîãè÷íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñòðîèòñÿ äëÿ ôóíêöèîíàëà ïîëíîé
îáîáùåííîé âàðèàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà (9):

BTV2[z] = α1BTV [z] + α2

∑
(x,y)∈Q

1√
x2 + y2

∥Sx
XSy

Y z + S−x
X S−y

Y z − 2z∥1.

3.3 Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû

Íàõîæäåíèå ìèíèìóìà âûïóêëîãî ñóáäèôôåðåíöèðóåìîãî ôóíêöè-
îíàëà f(x) : Rn → R ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà � ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà:

x(k+1) = x(k) − βkg
(k). (14)

Çäåñü x(k) � çíà÷åíèå k-é èòåðàöèè, g(k) ∈ ∂f(x(k)) � ëþáîé ñóá-
ãðàäèåíò f(x) â òî÷êå x(k), βk > 0 � øàã íà k-é èòåðàöèè. Åñëè f(x)
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� äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì âàðè-
àíòîì âûáîðà äëÿ g(k) ñòàíîâèòñÿ ãðàäèåíò ôóíêöèè ∇f(x(k)), è ìåòîä
(14) ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîãî ìåòîäó ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, ãäå −∇f(x(k)) ÿâëÿåòñÿ
íàïðàâëåíèåì ñïóñêà, ýòî â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñóáãðàäè-
åíòíîãî ìåòîäà: âîçìîæåí ðîñò çíà÷åíèÿ f(x) ïðè äâèæåíèè âäîëü íà-
ïðàâëåíèÿ, ïðîòèâîïîëîæíîìó ñóáãðàäèåíòó f ′(x). Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä íå ãàðàíòèðóåò ìîíîòîííîãî óìåíüøåíèÿ f(x(k)).
Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ôàêòà, îáû÷íî îòñëåæèâàþò íàèëó÷øóþ òî÷êó ñðåäè
âñåõ ïðåäûäóùèõ èòåðàöèé:

f
(k)
best = min

(
f
(k−1)
best , f(x(k))

)
.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f
(k)
best ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé, à

f(x) îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Ïðåä-
ñòàâëÿþò èíòåðåñ ñïîñîáû âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ, ïðè êî-
òîðûõ ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì f(x).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, èñõîäÿ
èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ñóáãðàäèåíò f(x) îãðàíè÷åí, ò.å. ñóùåñòâóåò G
òàêîå, ÷òî ∥g(k)∥2 ≤ G äëÿ âñåõ k. Ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, íàïðèìåð,
êîãäà f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà:

|f(x1)− f(x2)| ≤ G∥x1 − x2∥2 (15)

äëÿ ëþáûõ x1 è x2.
Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî çíà÷åíèå R � òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé

äàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ xT :

∥x(1) − xT ∥2 ≤ R.

Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ (15) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

f
(k)
best − f(xT ) ≤

R2 +G2
∑k

i=1 β
2
i

2
∑k

i=1 βi
.

Ñïîñîáû âûáîðà øàãà

Â ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäàõ ñïîñîáû âûáîðà øàãà îòëè÷àþòñÿ îò îá-
ùåïðèíÿòûõ â êëàññè÷åñêèõ ìåòîäàõ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Îñíîâíûìè
ñïîñîáàìè âûáîðà øàãà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò β:

βk = β, β > 0.
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2. Ïîñòîÿííàÿ íîðìà øàãà γ:

βk =
γ

∥g(k)∥2
, γ > 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∥x(k+1) − x(k)∥2 = γ.
3. Íåñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ, ñóììèðóå-

ìàÿ â êâàäðàòàõ:

βk > 0,

∞∑
k=1

βk = ∞,

∞∑
k=1

β2
k < ∞.

Ïðèìåð òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

βk =
a

b+ k
, a > 0, b ≥ 0.

4. Íåñóììèðóåìàÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-
ýôôèöèåíòîâ:

βk > 0,
∞∑
k=1

βk = ∞, lim
k→∞

βk = 0.

Ïðèìåð:

βk =
a√
k
, a > 0.

5. Íåñóììèðóåìàÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øà-
ãîâ:

βk =
γk

∥g(k)∥2
, γk > 0,

∞∑
k=1

γk = ∞, lim
k→∞

γk = 0.

Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñïîñîáîâ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ ôèêñèðóåòñÿ äî íà÷àëà èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà, îíà íå çàâèñèò îò ïîëó÷àåìûõ â ïðîöåññå èòåðàöèé ïðîìåæó-
òî÷íûõ çíà÷åíèé.

Îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíî ïîëó÷èòü íàèëó÷øèé ðåçóëü-
òàò çà íàèìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûáîðà òàêèõ
êîýôôèöèåíòîâ β1, . . . , βk, ïðè êîòîðûõ çà k èòåðàöèé ñóáãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, íàèáîëåå áëèçêèé ê òî÷íîìó, ò.å.

R2 +G2
∑k

i=1 β
2
i

2
∑k

i=1 βi
→ min .
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Ýòîò ôóíêöèîíàë âûïóêëûé è ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî β1, . . . , βk.
Ñîîòâåòñòâåííî, îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âñå βi ðàâíû îäíîìó çíà-
÷åíèþ β. Ïîëó÷àåì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

R2 +G2kβ2

2kβ
→ min,

äëÿ êîòîðîé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

β = (R/G)/
√
k.

Ïðè ýòîì

f
(k)
best − f(xT ) ≤ RG/

√
k. (16)

Äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà (15),
òàêæå åñòü âàðèàíò âûáîðà ïàðàìåòðîâ βi [8], îäíàêî, ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè
îí íå èìååò.

Ïðàêòè÷åñêèé âûáîð øàãà

Èñïîëüçîâàíèå îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ ïîçâîëÿåò
äîñòè÷ü ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòè çà îïðåäåë¼ííîå ÷èñëî èòåðàöèé.
Îäíàêî, âåðõíÿÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (16) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ
ðîñòîì æåëàåìîé òî÷íîñòè êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ðàñò¼ò êâàäðàòè÷íî.

Äëÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé íàáëþäàåòñÿ ãîðàçäî
áîëåå áûñòðàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
øàãîâ â âèäå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

βi = β1

(
βk
β1

) i−1
k−1

ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: β1 � øàã íà ïåðâîé èòåðàöèè, βk � øàã íà ïî-
ñëåäíåé èòåðàöèè, k � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà ïåðâîé èòåðàöèè èçîáðàæåíèå ìåíÿëîñü äî-
âîëüíî ñèëüíî, à ê ïîñëåäíåé èòåðàöèè èçìåíåíèå îêàçûâàëîñü íèõå
ãðàäàöèè ïèêñåëÿ.

Óñêîðåíèå ñóáãðàäèåíòîãî ìåòîäà

Êëàññè÷åñêèé ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä (14) ñõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ìåä-
ëåííî. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ, ïîëó-
÷èâøèõ âòîðîå ðîæäåíèå â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè êîýôôèöèåíòîâ ñâ¼ð-
òî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé.

25



Ìåòîä ìîìåíòîâ Èäåÿ ìåòîäà ìîìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîäîëæå-
íèè äâèæåíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ïîëó÷åííîìó íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè,
ñ ïîïðàâêîé íà òåêóùåå çíà÷åíèå ñóáãðàäèåíòà:

v(k+1) = µv(k) − g(k), v(0) = 0, 0 ≤ µ < 1,

x(k+1) = x(k) + βk+1v
(k+1).

Àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìóëèðîâêà:

v(k+1) = µv(k) − βk+1g
(k), v(0) = 0, 0 ≤ µ < 1,

x(k+1) = x(k) + v(k+1).

Ïðè µ = 0 ìåòîä ñòàíîâèòñÿ îáû÷íûì ñóáãðàäèåíòíûì ìåòîäîì.

Ìåòîä óñêîðåííîãî ãðàäèåíòà Íåñòåðîâà Â îòëè÷èå îò ìåòîäà
ìîìåíòîâ, âìåñòî òîãî ÷òîáû âûñ÷èòûâàòü ãðàäèåíò â òåêóùåé òî÷êå, â
ìåòîäå óñêîðåííîãî ãðàäèåíòà Íåñòåðîâà èñïîëüçóåòñÿ ãðàäèåíò â òî÷-
êå, �ïðåäñêàçàííîé� íà îñíîâàíèè ñäâèãà, ðàñ÷èòàííîãî íà ïðåäûäóùåì
øàãå:

g(k) ∈ ∂f(x(k) + βkµv
(k)),

v(k+1) = µv(k) − g(k),

x(k+1) = x(k) + βk+1v
(k+1).

Àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìóëèðîâêà:

g(k) ∈ ∂f(x(k) + µv(k)),

v(k+1) = µv(k) − βkg
(k),

x(k+1) = x(k) + v(k+1).

Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ìåòîä óñêîðåííîãî ãðàäèåíòà Íåñòåðîâà
äëÿ çàäà÷è îáðàùåíèÿ ñâ¼ðòêè ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ðåçóëü-
òàòà äîñòàòî÷íî êà÷åñòâà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàíèå 40 èòåðàöèé ïðè
0, 8 ≤ µ ≤ 0, 9 è âûáîðå íîðìû øàãà γ0 = 25, γk = 0, 25.
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